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fixed points (dim.0)
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Nodo 
attrattivo
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Metodo dello Jacobiano per studiare i punti fissi nel caso generale a 2 dim.

Matrice Jacobiana

Equazioni linearizzate nelle vicinanze
di un dato punto fisso ( X1o,X2o  )

…ricavare
i punti fissi…

x1 = X1 − X1o
x2 = X2 − X2o

Equazioni originarie

λ+,λ−

Autovalori

…calcolate nel 
punto fisso

Distanze dal
punto fisso



Studio della stabilità
dei punti fissi
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� 

TrJ

Diagramma dei Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Due Dimensioni

� 

λ± =
TrJ ± (TrJ)2 − 4Δ

2

� 

(TrJ)2 − 4Δ = 0

REPELLORS

SPIRAL REPELLORS

SPIRAL NODES

NODES

� 

(TrJ)2 − 4Δ < 0
� 

(TrJ)2 − 4Δ > 0

� 

0

� 

Δ < 0

� 

λ+ = λ− = λ
(2 autovettori 
indipendenti) (1 autovettore)

degenerate 
node

star

TrJ = 0



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 limit cycle

.

A=1, B=2 : Nasce un ciclo limite!

A=1,B<2 : stable spiral node

1



Il Teorema di Poincaré-Bendixson

R

a.

R

b.



R

Il Teorema di Poincaré-Bendixson



� 

X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node



Costruzione della  Sezione di Poincaré

J.H.Poncaré (1854-1912)



� 

P1

� 

P2

An example of attracting limit cycle

spiral repellor

P3





(M>0)



� 

X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node

0<M<1 M>1
attracting limit cycle repelling limit cycle



� 

X1

� 

X1� 

X2

� 

X2
repellor

node

λ < 0 λ > 0

attracting limit cycle repelling limit cycle



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 stable limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.

A=1, B=2 : Nasce un ciclo limite stabile!

A=1,B<2 : stable spiral node



Il libro di Strogatz suggerisce di studiare, come esercizio, un sistema dinamico lineare a due
dimensioni che descrive, al variare dei parametri, la variazione temporale dell’amore o
dell’odio tra due partner coinvolti in una relazione romantica.
Definiamo x(t) come l’amore (o l’odio nel caso in cui sia negativo) di Romeo nei
confronti di Giulietta al tempo “t” e y(t) l’amore (o l’odio) di Giulietta nei
confronti di Romeo. Così abbiamo le seguenti due equazioni differenziali del
primo ordine:

I parametri “a” e “b” stabiliscono il comportamento di Romeo mentre “c” e “d” quello di
Giulietta; più precisamente “a” descrive l’attrazione (o repulsione) di Romeo causata dai suoi
stessi sentimenti, mentre “b” l’attrazione causata dai sentimenti di Giulietta. Romeo può
mostrare 4 comportamenti diversi in base al segno dei parametri “a” e “b”:

!x = ax + by
!y = cx + dy

Appassionato: a>0; b>0 (Romeo è spinto dai suoi stessi sentimenti così come
da quelli di Giulietta)
Narcisistico: a>0; b<0 (Romeo è spinto ancora dai suoi sentimenti ma indietreggia a causa dei
sentimenti di Giulietta)
Amanti prudenti: a<0; b>0 (Romeo si tira indietro sui suoi stessi sentimenti ma è incoraggiato
da Giulietta)
Eremita: a<0; b<0 (Romeo si tira indietro sui suoi stessi sentimenti così come da Giulietta)

Esercizio:
Esplorare il modello sia analiticamente che con l’aiuto di NetLogo in corrispondenza di diversi 
valori dei parametri e cercare di capire quali limitazioni impone la linearità delle equazioni.

Romeo

Giulietta



Rabbits
Sheep

Nota: Flussi Non Lineari vs Flussi Lineari

Possono esserci più punti fissi

Lo Jacobiano varia per ogni punto fisso e consente 
di studiare il comportamento della traiettoria solo 
in prossimità del punto fisso (in quanto deriva da 
espansioni in serie di Taylor).

Lo Jacobiano coincide con la
matrice dei coefficienti e quindi
descrive il comportamento del
sistema anche a distanze maggiori
dal punto fisso (non richiede alcuna
espansione in serie di Taylor).

Nei sistemi dinamici lineari non possono emergere cicli limite. I cicli limite sono
una caratteristica dei sistemi dinamici non lineari. Un sistema lineare può avere
un comportamento periodico (come nel caso di un oscillatore armonico ideale
senza attrito), ma questo comportamento non rappresenta un ciclo limite. La
sensibilità alle condizioni iniziali di un sistema lineare è generalmente bassa,
nel senso che piccole variazioni nelle condizioni iniziali portano a differenze
proporzionalmente piccole nel comportamento a lungo termine del sistema.
Dunque un sistema lineare, a qualunque numero di dimensioni, non potrà
mostrare comportamenti caotici e neanche biforcazioni (vedi più avanti...)

Sistema Non Lineare

Sistema Lineare Quando il determinante della matrice dei coefficienti è
diverso da zero, il sistema ha esattamente un unico
punto fisso, che può essere trovato risolvendo il
sistema di equazioni lineari. In questo caso il punto
fisso si trova all'origine (0,0) poichè non ci sono
termini costanti nelle equazioni (sistema omogeneo).

= 0

= 0



Valori tipici: a=0.08, b=0.6

Esercizio:
Esplorare il modello sia
analiticamente che con
l’aiuto di NetLogo



Sullo Strogatz potete trovare molti
altri spunti per lo studio analitico e
numerico di sistemi dinamici a 2
dimensioni…



A=1, B=1.80

1 punto fisso:

1 stable spiral 
node

A=1, B=2 : Nasce il ciclo limite!
BIFORCAZIONE

A=1,B<2 : stable spiral node

A=1, B>2 :
unstable spiral repellor + 1 stable limit cycle

A=1, B=2.15

1 unstable spiral repellor
+

1 stable limit cycle

.
A=1, B=2.33

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

. A=1, B=2.85

1 unstable spiral repellor
+

1 stable  limit cycle

.





(vale per Flussi e Mappe)



1
2

2

Es.Mappa Logistica

1

Ex. 
Flussi 
Dissip.
1D



� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

� 

µ < 0

� 

µ > 0

REPELLOR NODE

control 
parameter

Flusso dissipativo a una dimensione



� 

µ = 0

� 

µ < 0

� 

µ > 0

REPELLOR NODE

BIFORCAZIONE!

� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

control 
parameter

Flusso a una dimensione



Nota:

� 

x* = + µ

� 

µ > 0

� 

µ = 0

� 

µ < 0

� 

x* = − µ

� 

df (X)
dX

= −2x

� 

λ(+ µ ) < 0

� 

λ(− µ ) > 0

control 
parameter

Flusso a una dimensione





Es: 
BRUSSELLATOR

Flusso dissipativo 
a due dimensioni



cubica

Esiste chiaramente 
un punto fisso 
nell’origine...

Distanza dal punto 
fisso nell’origine



µ



µ

spiral 
repellor

La soluzione si esclude
perché 𝒓 è la distanza dall’origine
quindi non può essere negativa

𝒓 = − 𝝁



spiral 
repellor

µ

Hopf
Bifurcation!



Ilya Prigogine
(1917-2003)

Sequenza di biforcazioni nei sistemi lontani dall’equilibrio

Nobel 1977 per la Chimica



Flussi Dissipativi

Attrattori

1D
2D

3DPunto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Flussi Hamiltoniani

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche Caotiche

Mappe Dissipative

Attrattori

Punto 
fisso Ciclo

Limite Caotici

Mappe Conservative  
(area-preserving)

Orbite

Periodiche
Quasi

Periodiche
Caotiche



< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic attractors (dim.2)

chaotic attractors (dim…???)

ATTRATTORI

V

Cluster di 
condizioni iniziali



< 0

fixed points (dim.0)

limit cycles (dim.1)

quasiperiodic attractors (dim.2)

chaotic attractors (fractal dimension between 2 and 3)

ATTRATTORI

V

Cluster di 
condizioni iniziali











EFFETTO 
FARFALLA!



Dimensione 
frazionaria!







(dim = 0)





λ1 =

λ2 =

λ3 =



λ1 =

λ2 =

λ3 =



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Equazione caratteristica:



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni

Index = 0 Index = 3



Punti Fissi in uno Spazio degli Stati a Tre Dimensioni


